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Kuulus matemaatik, astronoom ja geodeet Friedrich
Wilhelm Bessel alustas oma geodeetilist uurimistdé6d siis,
kui oli juba téestatud, et Isaac Newtoni vaide Maa lapikuse
kohta on oige. Selle vaite olid téestanud Pierre Louis
Moreau de Maupertuis ja Alexis Claude Clairaut poolt aas-
tatel 1736-1737 tehtud meridiaanikaare geodeetilised
modtmised Tornio ja Kittisvaara vahel [1]. Neid tulemusi
kinnitasid Jéns Svanbergi tehtud sama kaare llem66tmised
aastatel 1801-1803 [2]. Prantsuse Akadeemia oli aga asja
kasile votnud palju pohjalikumalt, sest teadlaste arvates tuli
tingimata mo6ta meridiaanikaari véimalikult erinevatel laius-
tel. Nii mdotsidki lisaks Maupertuis’le ja Clairaut’le meri-
diaanikaart ka Charles-Marie La Condamine ja Pierre
Bouguer Tarqui ja Cotchesqui vahel Peruus aastatel 1735—
1743 [3]. Umbes samal ajal sai selgeks, et katsed kirjelda-
da Maad ideaalse ellipsoidina olid labi kukkunud. See aga
tdhendas, et meridiaanide koverus erinevatel laiustel pol-
nud sugugi konstantne. Pikapeale jiid teadlased ndusse
sellega, et Maa kuju pole Ulldse véimalik kirjeldada lihtsa
matemaatilise valemiga. Aga ikkagi oli tarvis leida vdimali-
kult tpsed parameetrid ellipsoidaalsele I&hendile kui kdige
lihntsamale ja loomulikult tuli teada saada, kui palju Maa
kuju idaaalsest ellipsoidist erineb.

Seda Ulesannet oli véimalik téita vaid meridiaanikaarte
modtmisega ja samuti ka gravitatsioonikiirenduse mé6tmi-
sega erinevatel Maa laiustel. Ja kuigi Bessel kulutas palju
oma energiat nii ihe kui teise meetodi arendamiseks, vaat-
leme me praegu ainult kaaremdotmise kiisimusi.

Besseli ajal oli meridiaanikaare md6tmist véimalik teha
vaid triangulatsioonimeetodil.

Koik Besseli teadustédd geodeesia alal koondas R.
Engelmann oma 1876. a vélja antud raamatu kolmandasse
koitesse [4]. Enamik neist tdddest olid algselt publitseeritud
H. C. Schumacheri poolt asutatud ajakirjas Astronomische
Nachrichten [5—12].

Geodeetiliste mootmiste teooria Besseli to6des

Besseli esimene geodeesia-alane t66 on seotud Taani kaa-
remddtmisega, mille korraldas Heinrich Christian Schuma-
cher Holsteinis ja mida ta juhatas aastast 1817. Need uuri-
mised olid vormistatud kirjadena Schumacherile, kes siis
need hiliem oma ajakirjas Astronomische Nachrichten pub-
litseeris. Bessel uuris, kuidas saaks asendada kolmnurki
ellipsoidil kolmnurkadega keral. Kui see oleks voimalik, siis
saaks antud tapsuse raamides kergesti asendada sfaarili-
sed kolmnurgad omakorda tasapinnalistega, vottes arves-
se, et koiki sellise kolmnurga nurki tuleks vahendada sfaéri-
lise ekstsessi Uhe kolmandiku vérra [5].

Uleminek kolmnurkade méé&tmiselt ellipsoidi pinnal sfaa-
riliste kolmnurkade mddtmisele on komplitseeritud ka selle
téttu, et ellipsoidil moodustuvad kolmnurgad geodeetilistest
joontest, s.t lihimatest kaht punkti Ghendavatest joontest
antud pinnal. Kuid méétmised loodide abil annavad meile
nurgad Maa vertikaalsete I6igete vahel. Bessel oli esimene,
kes taipas, et need kolmnurgad ei lange kokku geodeetilis-
te joonte poolt moodustatud kolmnurkadega ja ta tédtas
valja meetodi, kuidas Uht kolmnurka teiseks transformeeri-
da. Ta joudis jareldusele, et selline transformatsioon on
mbistliku t&psusega vdimalik vaid selliste kolmnurkade pu-
hul, mille kilje pikkus on vaiksem kui 150 km.

1826. a lahendas Bessel (ihe geodeesiaalase pdhiprob-
leemi — kuidas leida punkti B geograafilist laiust, kui me
teame punkti A geograafilist laiust ja nurka, mille moodus-
tavad meridiaan punktis A ja suund punktile B [6]. Gauss oli
lahendanud selle probleemi oma pindade teooria abil, kuid
see lahendus oli killalt tdpne vaid Usna lUhikeste vahe-
maade puhul. Bessel leidis oma klassikalise — ja véga uldi-
se — lahenduse trigonomeetriliste ridade abil. Seda meeto-
dit kasutati hiliem palju, sest Bessel oli koostanud ja publit-
seerinud ka vastavad tabelid, mida sai kasutada Maa mis-
tahes ellipsoidaalse mudeli puhul.

Bessel andis ka geoidi definitsiooni, kuigi selle termini
vottis kasutusele saksa matemaatik Johann Benedict
Listing alles 1873. aastal. Bessel kirjutas 1837. aastal
avaldatud t66s: ,Maa fllsikalise ja geomeetrilise kuju vahel
on suur vahe ... Kui ette kujutada, et Maakera on kanalite
vorgustikuga kaetud, mis on meredega seotud ja seega
veega taidetud, siis langeb rahuliku vee pind nendes kokku
Maa geomeetrilise pinnaga.[8]. Tdnapédeval me kirjeldame



geomeetrilise pinnaga.“[8]. Tanapaeval
geoidi pinda tépselt samal viisil.

Bessel kasitles samuti nn (ldist reduktsiooniprobleemi
geodeesias. Ta uuris geoidi ja ellipsoidi erinevuste moju
astronoomiliste ja geodeetiliste mdotmiste tulemustele. Ta
naitas, et Ukskdik kui vaikesed need geoidi ja ellipsoidi va-
hed ka on, tuleb neid ikka arvesse vétta. Ta soovitas baas-
punktidena vaadelda mitte punkte endid, vaid nende nor-
maalprojektsioonide asukohti ellipsoidi pinnal.

me kirjeldame

Geodeetilised m66tmised praktikas

Besseli kdige olulisem panus praktilisse geodeesiasse oli
kahtlemata kaaremddtmine Preisimaal. Selle md&dtmise
motiiviks oli plaan Ghendada Venemaa ja Laane-Euroopa
triangulatsioonivérgud nende teineteisele kdige lahemas
piirkonnas Koénigsbergi lahedal. Venemaa valitsus saatis
1829. aastal Preisi valitsusele kirja sooviga, et Kdnigsbergi
Ulikooli astronoomia ja matemaatika professor, observatoo-

riumi direktor Friedrich Wilhelm Bessel thendaks need vor-
gud. Triangulatsiooni t66d Venemaa Idunaosas olid just
kaimas ja neid juhatas kindralmajor Carl Friedrich Tenner,
kes moénedel andmetel oli eesti paritolu [19]. Bessel sai
kohe aru, et see mdéotmine annab suurepérase voimaluse
tapsustada Maa kuju.

Selle Ulesande taitmiseks pidi Bessel ehitama triangu-
latsioonivorgu Preisimaa vastava vorgu kaguossa Trunz —
Wildenhofi vahel ja kirdeossa Memel (praegu Leedu sadam
Klaipeda) — Lepaizi vahel, mis oli juba Venemaa triangulat-
siooni osa (joonis 1). Kaar, mida mdéta tuli, thendas Trunzi
(praegu Milejevo Poolas) majakaga Memelis, mis tegi kok-
ku 196 km. Kolmnurkade kett ehitati Frisches Haffi lahe
randa, siis laks see |abi Kdnigsbergi ja Semlandi poolsaare
ja 16puks labi Kurisches Haffi lahe [13] (siinkohal kasutame
joonisest paremini arusaamiseks tolleaegseid kohanime-
sid).
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Joonis 1. Triangulatsiooni skeem [4].

Kuna Bessel valis nende maotmiste baasjooneks vaid
935 toise’i ehk 1823 meetri pikkuse 16igu (1 toise = 1,949
m [16]), siis saame jareldada, et ta traditsioonidest suurt ei
hoolinud. Kuni selle ajani oli geodeetide mantraks “mida
pikem baasjoon, seda parem”. Normaalseks loeti 10 km
pikkust baasjoont, kuigi nii pika baasjoone voimalikult tdpne
mdotmine polnud sugugi kerge. Bessel kirjutas selle kohta:

.Me ei kahtle, et nende abivahendite kaudu vbime suu-
rema tapsusega moddetud llhema (baas)joone oluliselt
pikemaks mitmekordistada ja vaatleme baasjoone suure-
mat pikkust vahem markimisvaarsena kui selle lahedust
mobtelati kontrollaparaadile ja kui nduet, et me véime baas-
joone pikkuse héastidefineeritud ja mitmekilgsete tingimuste
abil selle kontrolliks pakkuvat kolmnurkade slsteemi
Galtgarben-Condehnen kolmnurga asukohale ile kanda.”



Vastavalt Besseli arusaamadele sobib sama md&6tmis-
tédpsuse saamiseks ka lUhike baasjoon, kui me mdéddame
nii kaugusi kui nurki eriti hoolikalt, kasutades parimaid voi-
malikke instrumente.

Baasjoon moddeti Trenki ja Mednikeni moisate vahel
viie pdeva kestel 1834. aasta augustis. M&6tmine algas
vaikesel kdérgendikul, siis tuli vaike laskumine, laks Ule kar-
jamaade ja heinamaade muruse pinna. Kui labitud oli 200
toise’i, jouti pdldudele ja heinamaadele, kuni baasjoon téu-
sis 16pp-punktini Mednikenis. 11. augusti 6htuks jdudis
meeskond punktini A 226 toise’i kaugusel — ilmselt polnud
meeskond kuigi kogenud. Jargmisel pédeval moddeti baas-
joon kuni Mednikenini ja p&6rduti uuesti Trenki tagasi ning
korrati modtmist. Kuna Bessel polnud tulemusega rahul,
siis moodeti kaugus Trenki ja punkti A vahel veelkord. Pa-
rast hoolsaid rehkendusi saadi merepinnani taandatud
baasjoone pikkuseks 934,993124 toise’i.

Bessel oli vaga hoolikas ka baasjoone |6pp-punktide
fikseerimisel. Viie jala slgavuses augus (1 Preisi jalg =
31,385 cm) kivisel alusel paiknes graniitrahn, mille pealis-
pinna sisse oli kinnitatud vasest silinder. Rist selle silindri
otsas markis joone [6pp-punkti. Maapinna kohal oli see
punkt margitud tellistest tehtud sambaga, mille peale
Bessel paigutas liivakivist kuubi Selle kuubi sisse paigutas
Bessel jalle vasest silindri, mis ulatus kuubist pool tolli vélja.
Silinder oli piki telge 1&bi puuritud, nii sai loodi asendi tap-
selt fikseerida. Bessel modtis baasjoone pikkused enda-
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Joonis 2. Besseli médtevarraste skeemid [4].

konstrueeritud instrumendiga. See koosnes neljast vardast,
igatiks umbes 2 toise’i pikk, 12 liini (ligne) lai ja 3 liini paks
(1 ligne = 2,256 mm [18]). Vardad olid tehtud kahes osas —
Uks rauast ja teine tsingist, kusjuures tsingist osa oli kaks
korda kitsam kui rauast osa. Need osad olid paigutatud
teineteise peale ja Uhest otspunktist jaigalt kinnitatud. Kahe
metalli kombinatsioon lubas varda soojuspaisumist arvesse
votta ilma temperatuuri moédtmata. Vardad olid paigutatud
puust kastidesse, et véltida nende sattumist otsese paike-
sekiirguse ja niiskuse mdju katte. Vardad asetati baasjoo-
nele nii, et nende otsad kokku ei puutunud, kusjuures iga
varras toetus seitsmes punktis rattakestele. Vahe varraste
vahele jaeti meelega, sest nii minimeeriti juhuslike nihete
moju. Varrastevahelist kaugust moddeti klaasist kiiluga,
mida sai varda otsast kruvi abil vélja nihutada (nn Besseli
kiilud). Vardad paigutati baasjoone sihis spetsiaalsetele
paksudest tammeplankudest platvormile ja varraste asetust
kontrolliti loodide ja passaazinstrumendiga, st astronoomili-
selt. Bessel pdoras suurt tédhelepanu sellele, et hoolikalt
vorrelda  oma  instrumendi pikkust  de Pérou
standardtoise’iga Pariisis. Siinkohal tuleb markida, et 1839.
aastal viidi Preisimaal sisse uus pikkuse standard — kolm
Preisi jalga. Selle etalooni td6tas vélja Bessel ja see pohi-
nes Besseli teoorial ja katsetel pendliga [14]. Vordlusprot-
sessis paigutas Bessel oma vardad vette, et tagada homo-
geenset temperatuurijaotust ja sel viisil usutavalt hinnata
temperatuuri moju varrastele.
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Besseli instrument oli nii edukas, et seda kasutasid
geodeedid kuni 20. sajandi alguseni. Tuleb méarkida, et sel-
le tdga seoses lahendas Bessel kahes punktis toetatud
varda vaikseima labivajumise probleemi [15].

Kuna moddetav kaar oli 40-kraadise nurga all meridiaa-
niga, siis tuli kaare ménedes punktides maarata nii geo-
graafiline laius kui pikkus. Bessel véltis pikkuse modtmist
vastavate asimuutide modtmise abil, kuna pikkuse mdotmi-
sed polnud tollal kullalt tapsed.

Nurgam&o6tmisteks kasutas Bessel transiitriista, mille ol
teinud Ertel Mlnchenis Schumacheri jooniste jargi. Hori-
sontaalse limbi diameeter oli 38 cm ja vertikaalsel 19 cm.
Asimuuti sai lugeda kahe kaaresekundi tapsusega.

Besseli pdhilisteks abilisteks olid major Johann Jacob
Baeyer Preisimaa kindralstaabist (hiljiem sai Baeyer kindrali
aukraadi) ja leitnant Kuhlenkamp — vdib-olla selle Breemeni
kaubandusfirma omaniku sugulane, kus Bessel oma ise-
seisvat elu oli alustanud.

Kaugete objektide vaatlemiseks kasutas Bessel poleeri-
tud vasest umbes 21 cm diameetriga poolkera, mis oli kae-
tud hdbedaga ja paigutatud liivakivist kuubist valjaulatuvale
silindrile. Paikesepaistelisel paeval nagi poolkeralt peegel-
dunud valgust 10 km kauguselt, kui vaatlusi tehti 15-tollise
teodoliidiga. Kui aga ilm oli pilves, siis kasutati 2 x 2 jalast
valgeks varvitud ruutu, mille keskele varviti 10-tollise |abi-
mddduga must joon. Pikematel kaugustel — 40 kuni 50 km
— kasutati Gaussi heliotroopi.

Geodeetiliste modtmiste tulemusi kontrolliti astronoomi-
liste vaatluste abil, selleks et maarata geograafilised laiu-
sed ja pikkused mdnedes punktides. See probleem lahen-
dati kantava passaazinstrumendiga. Siinkohal kasutas
Bessel enda meetodit, mis hoidis &ra instrumentaalsed
vead laiuste maaramisel selle instrumendiga. Sama mee-
todit kasutas ka kindral Tenner Venemaal.

Tegelikud t66d Venemaa ja Preisimaa geodeetiliste
vorkude Uhendamiseks pidid algama 1831. aastal. Kuid
vaevalt said Bessel ja Baeyer alustada ettavalmistavaid
vaatlusi, kui Preisimaal puhkes katkuepideemia, Uks hulle-
maid maa ajaloos. Bessel ja Baeyer said alustada oma
t66d alles 1832. aastal.

Parast tulemuste detailset kontrolli mdélemad vérgud
Uhendati ja tulemused publitseeriti raamatus [13].

Besseli ellipsoid

Uks Besseli suurimatest saavutustest geodeesia alal oli
kahtlemata Maa kuju uue matemaatilise mudeli defineeri-
mine. Tanapaeval tunneme seda Besseli ellipsoidi nime all.
Selle mudeli defineerimisel kasutas ta oma kaaremootmisi,
mis katsid vaid 1°30'28”,980. Lisaks kasutas ta iiheksa mu-
jal tehtud mootmise tulemusi, nimelt Peruu kaart
(3°7'3”,455), esimest Ida-India oma (1°34'56”,428), teist
Ida-India mootmist (15°15'40”,728), Prantsuse
(12°22'127,74), Inglise (2°50'23",497), Hannoveri
(2°0'57”,42), Taani (1°31'53”,306), Venemaa (8°2'28”,907)
ja Rootsi (1°37'19”,565) omi. Koiki médtmisi summeerides
sai ta peaaegu 50 kraadise kaare. Astronoomilisi punkte oli
38. Bessel nagi oma llesandena sellise ellipsoidi leidmist,

mille pinna kaugused Maa tegelikust pinnast oleksid nii
vaikesed kui voimalik. Samal ajal planeeris ta orienteerida
ellipsoidi teljed nii, et kdik kaaremddtmised oleksid parimal
viisil arvestatud.

1837. aastal avaldas Bessel artikli, kus ta esitas oma tu-
lemused Maa kuju maaramisel: Maa polaarse ja ekvato-
riaalse raadiuse, lapikuse, meridiaani ja laiuse Uhe kraadi
analiittilise avaldise laiuse funktsioonina [9]. Ta andis sa-
muti meridiaani kdveruse ja kaugused Maa keskpunktist
(véib-olla on huvitav markida, et oma artiklite autorina aja-
kirjas Astronomische Nachrichten markis ta alguses ennast
kui Harra Professor ja Rlitel Bessel ja hiliem Harra Sala-
nounik ja Rudtel Bessel!).

Onnetul kombel juhtus selline asi, et neli aastat parast
selle artikli publitseerimist teatas Pariisi Akadeemia oluli-
sest veast oma arvutustes — nad olid kasutanud vale
“Berechnungsart’i” kauguste leidmisel Montjouy ja Mola
vahel Formentera saarel, mis tdhendas viga umbes 70
toise’i (136,5 m). Louis Puissant t6i selle vea Prantsuse
Akadeemia ette ja akadeemia reageeris sellele nii, et laskis
neid rehkendusi korrata neljal séltumatul isikul, kelleks olid
Largeteau, Daussy, Mathieu ja Puissant. Nende meeste
arvutuste tulemused langesid kokku umbes 5-6 toise’iste
erinevustega. Kuid Bessel kontrollis ikkagi koéiki neid
prantslaste rehkendusi ja alles péarast seda, kui ta leidis, et
tema tulemused kattuvad péris hasti prantslaste tulemuste-
ga, tegi ta kdik oma arvutused uuesti ja avaldas tulemused
1841. aastal [12]. Lapikuse vaartuseks sai ta 1/299,153.

Besseli ellipsoid oli kasutusel peaaegu 100 aastat eri-
nevates riikides le maailma. Isegi Struve kaaremddtmise
I6pptulemused anti Besseli ellipsoidi alusel [17]. Alles péa-
rast 100 aasta mé6dumist oli saadud killalt palju uusi
andmeid Maa kuju tdpsemaks esituseks ja praeguseks
kasutatakse lapikuse vaartusena tulemust 1/298,257 ([16],
International Earth Rotation and Reference Systems
Service, 1989), nii et Besseli viga oli siin vaid 0,3%, kuna
Struve viga oli 1,2%!

Kokkuvote

Lisaks sellele, et Bessel oli valjapaistev astronoom ja ma-
temaatik, oli ta ka veel suureparane geodeet. Tema poolt
vélja todtatud vaatluste korraldamise printsiipe ja nii isiklike
kui ka instrumentaalvigade teooriat kasutati ja kasutatakse
praegugi nii astronoomias kui geodeesias. Tema t66des sai
astronoomia ja geodeesia matemaatiline aparaat téhusa
panuse edasiarenguks. Ja ikkagi vdime me Maa tapse kuju
maaramist pidada Friedrich Wilhelm Besseli kdige suure-
maks saavutuseks geodeesias.
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